Egzamin poprawkowy 2021 Matematyka dyskretna

Zadanie 1. Permutacje (7, . .., m,) zbioru {1,...,n} nazywamy ciekawgq jesli dla doktadnie
jednego i € {1,...,n} zachodzi m; > i. ZnajdZ zwarty wzér na liczbe ciekawych n-
permutacji. Wskazowka: Rozwaz zbiér punktéw statych ciekawej permutacii.

Rozwiazanie.

Permutacje ciekawe mozemy podzieli¢ na roztaczne grupy tak, ze w kazdej grupie znajda
sie tylko te permutacje, ktére maja doktadnie k& punktéw stalych (gdzie k =1...n).

1. Ile jest takich permutacji dla k = 07 Gdy n = 1 oczywiscie nie mozemy wskazac
takiej permutacji. W przeciwnym wypadku doktadnie jedna: (n,1,2,...,n—1).

Dowadd. Oczywiscie na pierwszej pozycji mamy m = k, gdzie 1 < k < n. Teraz
pokazemy indukcyjnie, ze m; =i — 1 dla kazdego ¢ > 1.

(Baza). Dla i = 2 niemozliwe jest, aby m; = 2 (to pkt. staty) lub m; > 2 (nieciekawa),
stad my = 1. (Krok). Zaktadamy, ze predykat jest spelniony dla kazdego i = 2...(n—1);
najmniejszag mozliwa (bo niewykorzystana jeszcze) wartoscia jest wéwezas n — 1.
Niemozliwe jest, aby p, = n (to pkt. staly) ani p, > n (nieciekawa), wiec istotnie
Pn=n—1.

Odnotujmy, ze prawdziwosé¢ m; = 1 —1 dla kazdego 7 > 1 wyznacza nam jednoznacznie
warto$¢ p; = n (w przeciwnym wypadku dwa elementy powtarzaja sie w permutacji,
sprzecznosc).

2. Teraz rozpatrzmy liczbe permutacji dla dowolnego k. Oczywiscie dla k = n lub
k = n — 1 istnieje tylko permutacja id, ktora nie jest ciekawa. W przeciwnym razie
wybierzmy punkty state na (Z) sposobow. Zauwazmy, ze predykat ciekawosci jest
speliony wtw., gdy obcieta do n — k nie-stalych punktow permutacja wciaz jest
ciekawa. Ale liczbe ciekawych nieporzadkéw juz obliczylismy (dokladnie jeden dla
n > 1). Stad mamy (Z) [k < n — 1] ciekawych n-permutacji z k& punktami statymi.

3. Sumujac po k = 1...n, otrzymujemy zwarty wzér na liczbe ciekawych n-permutacji.

i(g) — 2"~ (n+1)



